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Algebre 1

Examen

Question de cours 1. Soient G un groupe abélien et H un sous-groupe de G.
(1) Montrer que la relation “étre congru modulo H” est une relation d’équivalence. Montrer
que, pour tous a,b,c,d € G, si a = b (mod H) et ¢ = d (mod H), alors (a+¢) = (b+
d) (mod H).
(2) Donner la définition de 'addition dans G/H et montrer que G/H muni de cette opération
est un groupe abélien.

Question de cours 2. Soit A un anneau intégre. Rappelons que A* = A\ {04}. On définit
une relation ~ sur A x A* par

(al,bl) ~ (ag,bz) si albg = agbl.

On admet que ~ est une relation d’équivalence. La classe d’équivalence d™une paire (a,b) €
A x A* se note §. On pose K = (A x A*)/ ~ et on définit une somme et une multiplication
dans K par
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On admet que ces opérations sont bien définies. Montrer que K est un corps.

Exercice 1. Soit H le sous-groupe de Z3 engendré par {(2,—6,4);(—3,0,-3); (4,6, 2)}. Déter-
miner une base {u1, ug, u3} de Z® et des nombres dy, d2 € N* tels que d; divise dy et {djuy, daug}
est une base de H. En déduire la décomposition en facteurs invariants de Z3/H.

Exercice 2.
(1) Montrer que 'ensemble A = {P € R[X] | P’(0) = 0} est un sous-anneau de R[X].

(2) Montrer que ’'on a un homomorphisme surjectif ¢ : R[Y}, Y] = A qui envoie ¥; sur X gt
Ys sur X3.

(3) Montrer que X2 et X3 sont irréductibles dans 'anneau A.

(4) Montrer que ni X? ni X? n’est premier dans I'anneau A. Que peut-on en déduire sur
Ianneau A 7



