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Controéle terminal — 3h
Aucun document ou calculatrice n’est autorisé.
Justifier vos affirmations. Une attention particuliére sera portée a la rédaction.

Dans tout le sujet, I’ensemble des nombres réels R sera muni de sa distance usuelle et (E,d) et (F,d')
seront deux espaces métriques non-vides.

Exercice 1.
Pour chaque n € N*, on définit f,,: R — R comme 'application qui & z € R associe ™. Décrire les deux
ensembles suivants (en les écrivant comme une union finie d'intervalles ou comme ’ensemble vide).
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Exercice 2.

Soit (zn)neN une suite de E. Soit z € E. Montrer que les trois caractérisations suivantes de “z est une
valeur d’adhérence de (z,)neN” sont équivalentes.

1) Pour tout € > 0 et tout N € N il existe n > N tel que d(z, zy) < €.

2) 1l existe une sous-suite (fqu(n))neN de (Zn)nen qui converge vers x.

3) z € Nken{zn; n > k}.

Exercice 3.

Soit (Zn)nen une suite de Cauchy de E.

1) Montrer que la suite (zn)nen est bornée, c-a-d que sup(, myen? A(Tn, Tm) est fini.

2) Montrer que si (z,)nenN posséde au moins une valeur d’adhérence dans E alors cette suite converge.
3) Soit g: E — F une application uniformément continue.

a) Montrer que (9(2n))nen est une suite de Cauchy de F.

b) Montrer que si ’on suppose en plus que (F,d’) est complet et que g est bijective, d’application
réciproque continue alors (E, d) est complet.

Exercice 4.
On équipe l'ensemble E X F' d’une distance produit. Montrer que E x F est connexe par arcs si et
seulement si F et F' sont connexes par arcs.

Exercice 5.
Soit X = C([0,1],R) Vespace des applications continues de [0, 1] dans R. On munit cet espace de la
distance do de la convergence uniforme : si fi, fo € X alors

deo(f1, f2) = SUP] |f1(z) = f2(z)]-

z€[0,1

Soit A: R — R une application continue. On considére ¢: X — X définie par ¢(f) := ho f.

1) Montrer que si h est uniformément continue alors ¢ est une application continue.

2) Ce résultat reste-t-il valable si h n’est supposée que continue ? Si oui, le montrer. Si non, donner un
contre-exemple.



Exercice 6.

La norme euclidienne sur R? est définie, pour (z,7) € R?, par ||(z, y Mz == v&? + y2. Si u,v € R? alors
on définit la distance SNCF entre u et v par

(u, v) = lu — vl|2 si u et v sont colinéaires,
Y lull2 + [lvll2  si u et v ne sont pas colinéaires.

1) L’application f de (R?%, d) dans (R, |- |) définie par f (z,y) = z est-elle continue ?
2) L’application g de (R, | -|) dans (R2 d) définie par g(z) = (z,1) est-elle continue ?
3) L’ensemble [0, 1] est-il un connexe de (R2, d)?

4) L’ensemble [0, 1]? est-il un compact de (R2,d) ?




