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Exercice 1. {4 points) La proportion d’informeticiennes parmi les informaticiens est de 20%. Dans un institut
dinformatique de 50 personnes il y e seulement 5 informaticiennes. On pose p la probabilité inconnue que
cet institut vecrute une informaticienne lors d’une embauche. Peut-on dire que la probubilité de recruter une
informaticienne lors d'une embauche est significativernent inférieure & 20% ¥

1. Faire un fest statistique au niveau 5% pour conclure en rédigeant soigneusemnent chaque étape.
2. Caleuler la p-valeur.
3. Calculer la puissance de ce test lorsque p = 0,10,

Indication : Soit X une variable aléatoire de loi binoemiale B(50;0,20). On powrra utiliser la fonction de
répartition de X donnée ci-dessous :

k o 1 2 3 4 5 6 7
P(X < &) | 0,00001 | 0,00019 | 0,00128 | 0,00565 | 0,018496 | 0,04802 | 0,10339 | 0, 19040

Soit X une variable aléatoire de lot binomiale B(50;0,1). On powrra utiliser la fonction de répartition de X
donnée ci-dessous :

k 0 1 2 3 4 5 6 7
P(X < k) |0,00515 | 0,03378 | 0,11172 | 0,25029 | 0,43119 { 0,61612 | 0, 77022 | 0,87785

Exercice 2. {4 points) Devx types de calmants A et B sont administrés @ des nalades ayant subi une opération.
Sur 754 malades ayant absorbé le calmant A, 301 ont déclaré leur douleur atténude. Sur 587 malades ayant
absorbé le calmant B, 198 ont déclaré leur douvleur atténuée. Peut-on dire gue les calmants ont une efficacité
significativement différente.

1.- Faire un test statistique au niveau 5% pour conclure en rédigeant soigneusement chagque étape.
2. Culeuler la p-valeur.

Indication : On pose fy = (X4 + X5)/(na +ng), on pourra utiliser lo stetistiqgue Z définie par :

7 _ Xafna—Xg/ne
V(1 — Pa)(1/na + 1/ng)
Vous donnerez la signification de chaque lettre. Certaines des données suivaentes sont pertinentes pour effectuer

ce test :
— Pour une loi du chi-deur & 1340 degrés de liberté on a

Ordre du quantile 0,90 0,95 0,975 (,99
Quantile 1406, 758 | 1426, 274 | 1443, 346 | 1463, 365

— Pour une loi N(0,1) on a

Ordre du quantile | 0,90 { 0,95 | 0,975 ] 0,99
Quantile 1,282 1 1,645 | 1,960 | 2,326

— Pour une lot du chi-deux ¢ 1339 degrés de liberté on o

Ordre du quantile 0,80 0,95 0,975 0,959
Guantile 1405, 733 | 1425,242 | 1442,308 | 1462, 320




Remarque (exercices 3 et 4) : on rappelle que pour une variable aléatoire réelle R de densité fr ct pour un
entier k on a B(R*) = [ ¥ fr(z)dz.
Exercice 3. (6 points) Soit X1,..., X, un n—déchantillon d’une loi de densité

fole) ~ S o0 (-5
1. Vérifier que fg est bien une densité.
2. Caleuler Vestimateur 8 du maximum de vraisemblance de 6.
3. On pose Iy(8) = [, 2% fo(x)dz. Soit k € N, vérifier que Iri2(8) = (k + 2)87:(8).

4. Déduire de la question précédente que 6 est un estimateur sans biais pour 0 puis calculer EQAM, (é)

) 1z > 0), avec § > 0.

Exercice 4. (6 points) La méthode de Monte-Carle permet de calculer numériguement une intégrale. Des étu-

diants souhaitent évaluer cetic. méthode sur un exemple trés simple : le calcul numérigue de A = ful ridzr = 1/3
et comparer lo méthode Monte-Carle 6 une seconde méthode naive. .

Comparaison des deux méthodes :

Les deux estimateuwrs pour A sont définis ci-dessous :

Méthode de Monte-Carlo : Seit Uy, ..., U, des variables aléatoires tid de loi uniforme sur (0, 1]. On pose
T = %Z?ﬁ Ug.

Méthode naive : Scient les variables aléntoires suivanics permettant de modéliser le tirage uniforme de
points dans [—1,11% C R? :
— X1,..., Xy (vour les abscisses) des variables aléatoires iid de loi uniforme sur [—1,1]
-~ Yi,..., Y, (pour les ordonndes) des variables aléatoires iid de loi uniforme sur [—1,1].

On admet que P{X2 < Y;) = A, il est alors noturel d'estimer A via lo stofistique suivante : Ty =

1. Est-ce que T et T sont des estimaoteurs biaisés pour A ¥

2. Calculer U'erreur quedratique moyenne EQMa(T)) et EQMa(Ty) des estimateurs Ty el Ty, Quel esti-
mateur est le plus performant pour estimer A au sens de Uerreur guadretigue moyenne ¢

Intervalle de confiance pour A :

1. Justificz la limite suivante :

/ f2
lim P75 - 1.96 3 <ALT 41964/ — | =0,05.
n—++4ca 9n In

En déduire le nombre n de tirages & effectuer pour obtenir, au niveau de confiance 95%, une estimation
de A avec la méthode naive ayant une précision égale 4 0,01.

2. Justifiez la limite suivante :

[ 4 [ 4
i 1— 1 — <AL . — = .
RHTWP (’11 1.96 En = A<T +1.96 4571) 0,95

En déduire le nombre n de tirages & effectuer pour obtenir, au nivcou de confionce 95%, une estimation
de A avec la méthode de Monte-Carlo ayant une précision égale ¢ 0,01.

8. On considére le code R suivant :
n=1000
U=runif (n)
Estimateur=mean{U~2)}
g=qnorm(0.975)
I=c(Estimateur-q*sqrt(4/45)/sqrt(n},Estimateur+q*sqrt(4/45)/sqrt(n))

dans ce code, gue représentent @ Estimateur, ¢ ¥.Comment modifier ce code pour que I soil un intervalle
de confiance pour A de nivean 0,90 7



