RATTRAPAGE — MATH4A

Durée 2h00. Tout document interdit. Toute affirmation non-triviale doit étre justifiée.

Exercice 1 (3pts). On fixe un intervalle I = [a,b[ et une fonction f : I — R continue
et positive. Soit (zx)rew C I une suite croissante telle que limg_,oo zx = b. On pose

U = f;ﬁk” f(#) dt.
Montrer que 'intégrale impropre f(f f(t)dt est convergente si et seulement si la série
> keN Uk converge.

Exercice 2 (3pts). On fixe un intervalle I = [a,b] et une suite de fonctions continues
fa + I — R. On suppose que la suite f, converge simplement sur I vers une fonction
continue f. Est-ce que la suite f, converge uniformément sur I vers f 7 Si oui, le montrer,
sinon donner un contre-exemple.

Exercice 3 (3pts). Déterminer 'ensemble des paramétres a,v € R tels que 'intégrale

suivante est convergente :
e
——dzx
9 T%nz

Exercice 4 (4pts). Déterminer si 'intégrale suivante est convergente :

f"o sinh(z) sin?(\/z)
o (e —1) In(l + e=%)

Exercice 5 (2pts). Déterminer I'ensemble des valeurs a > 0 telles que la suite de fonctions

falz) =

converge uniformément sur [0, a].
1+ nz

Exercice 6 (3pts). Pour tout n > 1 et =z € Ry, soit

z
=(-1)"In{1 e
fule) = (1 (14 2 )
Montrer que la série converge uniformément sur R,. La convergence est-elle normale sur
Ry ?

Exercice 7 (2pts). Déterminer 'ensemble des valeurs a > 0 telles que la série de fonctions
—nz?

oo e ) ’
E converge uniformément sur [a, +o0[.
— L+m

Exercice 8 (2pts). Soit N : R — R, la fonction définie par N(z) = |z|'/3. Est-ce que N
définit une norme sur R 7



