Université de Bourgogne Epreuve du 10 juin 2022

Analyse ~ Math3A
Temps disponible : 2 heures

Documents et calculatrices interdits. Toutes les réponses doivent étre justiﬁées. On pourra admetire Ia réponse d une
question a_ﬁn de répondre aux questions suivanies.

Exercice 1. Soit (uy) et (v,) suites réelles, (u,) croissante et up, < 0 pour tout n € IN.

1. Soit a € R. Montrer que (v,,) tend vers a ssi (v9,) et (van1) tendent vers a.

2. Posons, pour toutn € N, P, = i’;o(——l)kuk et I, = i"’:al(—l)kuk. Montrer que (F,) et (1)
sont monotones puis que P, < I, pour tout n € N,

3. Supposons liMy.;00 Un, = 0. Montrer que (P,) et (I, sont adjacentes puis que Y (—1)™u, converge.
4. Dire si la série suivante est absolument convergente. Si elle converge, en calculer la somme :

S (-1)"In (:J_FD .

n>2

Exercice 2. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes, pour a,b € R}
{2n)! 2n _1ynl1+a® .n
a) Egnmz s b) 2.(=1) 2+6m %

) T rmrnmsn < d) 01+ (-1)7)zm,

Calculer la somme de la série c), pour n > 1,

Exercice 3. Dire si les affirmations suivantes sont vraies (dans ce cas, le justifier briévement) ou fausses
(dans ce cas, fournir un contre-exemple).

1. Si 3" anz™ et ) by2™ ont rayon de convergence 1 et b, # 0, ¥n € IN, alors limy,—y 00 (@, /by) # 0.
2. Soit f croissante et g décroissante sur [0, 1]. Alors fg est intégrable sur [0, 1].
3. Si Y ap2™ a rayon de convergence R, alors 3 _(—1)"na,z""* aussi.
4. Si f:[0,1] — R prend seulement un nombre fini de valeurs, alors f est intégrable.
5. Supposons qu’une suite croissante (u,) admet une suite extraite majorée. Alors (u,) converge.
6. Soit a > 0 et limsup, _,  u, = a, iminf,_eo tn = —a. Alors limy, 0 (us)? = a2
Exercice 4. Soita ¢ {0,1} et considérons f, développable en série entiere sur un intervalle I, solution de :
22 f2 () + x fi(z) + (2° — a) fo(z) = 0, pour tout z € [ et féa)([)) =1.
1. Ecrivons fo(z) = Y.°° anz™ le développement de f. Montrer que a, = 0 pour n impair puis :

(-1)*

Qo = W’ pour tout k € IN.

2. Soit f1(z) = 5.2, byz™. Montrer b, = 0 pour n pair puis calculer by 1, pour & € N,
3. Calculer le rayon de convergence de 3 apa™ et 3~ bya™.
4. Montrer que, pour tout z € R, ona 2fj(z) = — fi(z) et (zf1(x)) = 2z folx).



