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Mathématiques pour

Ilinformatique et I’électronique,
MalE1lA

Deuxieme session
15 Juin 2022 /13 h 30 —15h 30

Tout document autre que ceux distribués pendant I'épreuve n’est pas autorisé.
Les téléphones portables et autres moyens de communication ne sont pas auto-
risés, tout comme les instruments électroniques de calcul.

Dés le début de I'épreuve, chaque étudiant dispose sur sa table du matériel
adéquat pour composer, y compris la carte d’'étudiant. Aucun échange entre étu-
diants ne sera toléré une fois le sujet distribué.

La qualité de la rédaction ainsi que la présentation entrent pour une part signi-
ficative dans I’évaluation des copies. Tous les résultats doivent étre suffisamment
justifiés.

Sur la copie principale figure une case ou I'étudiant renseigne le nombre d’in-
tercalaires utilisés. Si celle-ci n'est pas renseignée, cela signifie qu'il n'y a pas
d’intercalaires.

Il ne sera distribué qu’un seul énoncé par étudiant.

1. Nombres complexes

1
1.1. Calculer3 -1 -

3+i
- Solution :
On a
3-1 : =3-i—1i (1)
T
3-i
=3-i-i—— 2
i—1 10 (2)
10xB3-1)-31i-1X (-1
_10x(3-1) (i) -
10
30-10i—-3i—-1
= (4)
10
_29-13i s
T i

1.2. Mettre (1 - i)2022 sous forme d’exponentielle complexe.
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- Solution :
Notons z %1 -1. Ona |z| = V12 + (—1)2 = V2 et arg(z) = _4—” d’o
e 2022 2x1011 2, 1011
[229%2) = 12222 = 2 =42 i (\/E ) _ »l01 (6)
et
- -2022
arg (22022) = 2027 argz = 2022 X e 2 (7)
4 4
Par ailleurs
e/ 10 R /IS PO IR =
A AT e 2or ol 2
donc
-2022
R e omx253+ 2 (9)
4 2
Finalement, on obtient (1 — 1)?%%2 = 21011 gi: — 1011109 2+i

2. Equations
2.1. Déterminer les racines carrées de 4 + 3i.

- Solution :
On cherche les réels x et y tels que (x +iy)> =4 +3i.On a

(x+iy)P? =x*+2xiy+ iy =22 +2ixy+i2y> =22 -y?* +2ixy  (10)
donc

B L
B e (11)

x+iy)l=4+3i =
(x+iy) {2xy23

De plus |x +iyP = 22 + 12 = V42 + 32 = V25 = 5. On cherche donc les réels x
et y tels que

x2_y2:4
2xy =3 (12)
Pyt =B
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On remplace L1 par (L1 + L3)/2 et L3 par (L3 - L1)/2, ce qui donne

- =902
2ay=3 (13)
=12

Cela ne donne que deux solutions possibles : (3/\/5;1\/5) et sont opposé. On
vérifie :

B+i)?=32+2x3xi+i2=9+6i—1=8+6i=2x(4+3i) (14)

8+i : . j :
Donc — et son opposé sont les deux racines carrees de 4 + 31.

V2

2.2. En déduire les solutions de z2 +4z—-31i = 0.

- Solution :
Onah =42-4x1x(-31)=16+12i = 4x (4 +3i) = 2x (3+i)? = (V2x (3 +1))%.
Les deux solutions sont

~4-V2x@3+1) -4-3V2-iV2

i 15
2x1 2, L3
, 4+ V2x @+ -4+3V2+iV2 -
L 2%x1 2 2
3. Exponentielle et logarithme
3.1. Résoudre
3.1.1. e?¥2 = g2
- Solution :
Ona
e2v2 — @2 52x-2=2 (17)
&2x=4 (18)
Sx=2 (19)
On a une seule solution : 2.

3.1.2. et 31 e2x 15
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Solution :

L’exponentielle est strictement positive donc cette quantité est stricte-
mement positive aussi. La solution est IR.

3.1.3. e¥r3_g2x1 5

- Solution :

Comme exp est strictement croissante, on a

ed1-3 _ a21-1 5 () o p4¥-3 5 @211 (20)
©4x-3>2x-1 (21)
&b 2512 (22)
| (23)

La solution est ]1; +oo[.

3.2. Propriétés de la fonction In,

i1
3.2.1. Montrerque Vx>0, Inx< =
- Solution :
A
On dresse le tableau de variations de Inx — =
b 0 e 400
1 1 ;
X ex :
Inx - = i ARSI

Donc la différence est négative ou nulle, ce qui donne le résultat.

3.2.2. En déduire que Vx> -1, In(1 +x) < x.

- Solution :

Dans I'inégalité précédente, on remplace x pare(1 + x) : In(e(1 + x)) <
e(l+x)

ce qui donne In(e) + In(1 + x) <1 + x et finalement In(1 + x) < x.

4. Fonctions
4.1. Donner I'ensemble de définition maximal de Vx2 + 4x - 5.
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- Solution :
Les deux racines de x2 +4x—-5sont1 et =5. On a

X —00 -5 il +00
T +5 i O + +
o | % . 0 +
x> +4x-5 4 0 % 0 +

L’ensemble cherché est ]—oco; —=5] U [1; +oo

4.2. Calculer la dérivée de xInx. En déduire une primitive de In x.

- Solution :
On a ,
(xInxY =x'Inx+xInx=Inx+x-=Inx+1
X
et

(xlnx) s Inx+x'
xlnx-xV =Ny -2=lnxr+l-1=Inx

d’'ou x Inx — x est une primitive de Inx.

5. Théoreme des valeurs intermédiaires
Soit P(x) €1 4+ x +2x% + 3%

5.1. Enoncer le théoréme des valeurs intermédiaires sur ]—co; +0ol.

Solution :
[ Si f est continue sur ]-eo; +oo[, si lim f lim f < 0 alors f s’annule.
=00 +0co

5.2. Montrer que I'équation P(x) = 0 admet une solution réelle.

- Solution :
On a

B8y — 5. 68 Bt 32— 45
X——0 X—+00

donc
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Comme P est continue, le théoréme des valeurs intermédiaires donne I'exis-
tence d'une racine réelle.

5.3. Montrer que toutes les racines réelles de P sont négatives.

Solution :

Pourx >0, 0on a
1+x+2x2+3x°21>0

donc toutes les racines réelles de P sont négatives.

5.4. En déduire un encadrement de la plus grande racine réelle de P.

- Solution :

OnaPl0)>0etP(-1)=1-1+2-3 = -1 donc par le théoreme des valeurs
intermédiaires, I'une des racines est négative et supérieure a —1. La plus
grande est supérieure ou égale a cette racine, donc supérieure a —1.

Etant négative, la plus grande racine est dans ]-1;0[.

6. Théoreme des accroissements finis
Soit f(x) = e*.

6.1. Enoncer le théoréme des accroissements finis sur [a;b] avec a < b.

Solution :

Si f est continue sur [g; b] et dérivable sur ]a; b[, alors on a

dc € Ja;b[, f(b) = f{a) = (b —a)f{ec).

6.2. Peut-on appliquer ce théoréme a f sur [0;¢] si t désigne un nombre positif ?

- Solution :

On a
e 0 <t,
e f est continue sur R, en particulier sur [0; ¢],
e f est dérivable sur IR, en particulier sur ]0; ¢[.

On peut appliguer le théoreme.

e ey

6.3. En déduire que pourtout >0, ef <1 + tel,
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- Solution :
On a pourtoutt >0

A0<c<t ef-ed=(t-0)e avec O0<c<t
Comme exp est croissante, on a e < ef et
el-el =gt -1 =tef <tef

d'ou le résultat.

7. Intégration

1
7.1. Calculer 4x3 +3x2 +2x +1dx,
t=0

Solution :
On a

1
— :4

y
f 4x3+3x2+2x+1dx=[t4+t3+t2+t]
1=0 +=0

1
7.9) Calculerf 3f23t d¢,
£=0

- Solution :
Ona

31‘ 23t i 3f 8t - 24! - ef In24
d'ou

1

tin24 1 In 24
3*23fdt:f] efIn24 dt:[e } ] :e” L e 23
=0 s

o In24 In24 _ In24 In24

8. Formes indéterminées
On appliquera la regle de I’Hépital : a et £ désignent des nombres, f et g dési-
gnent deux fonctions dérivables au voisinage de g,

Vol R Tl Sy
Si limf=1limg=0 et lim= =¢ alors lim==¢
a a a g” a g

xF -1

x7-1

8.1. Donner, si elle existe, la valeur de Iirr} pour p,q € IN".
X
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- Solution :

On a

e x¥-1—>0etx7-1— 0,

x—1 x—1

e (x!-1) =pxP~t donc (x* - 1Y =i

o (x1-1) =gx7! donc (x7-1) el

Au total, on applique la regle de I'Hopital pour obtenir )

t
(x1-1) x-1 =

(o 1) p
q

po_
xP -1 4
x1—1 x-1 q

8.2.

: . . 1-cosx
Donner, si elle existe, la valeur de lim ————
=0 XxSinx

Solution :

On a
(x sinx)’ = x’sinx + x sin"x = sinx + x cosx

et

(2 sifx)" =(sinx+x Cos5x) =cosx+x cosx+ x cos’x =2C08x —x sinx

d'ou

e xsinx— Qetl-cosx —0,

x—0 x—0

e (xsinx)’ =sinx+ xcosx donc (xsinx) — 0,

x—0

e (xsinx)” =2cosx—xsinx donc (xsinx)” —-—0> 2,
X—

e (1 -cosx) =sinxdonc (1-cosx) ——~—6~> 0.
X—

e (1 -cosx)” =cosx donc (1 -cosx)” Ty 1.
X—

Au total, deux applications successives de la regle de I'hdpital donnent
(1 - cosx)” 1 (1-cosx) 1 1-cosx 1

s = . T et f i
(xsinx)” x-0 2 (xsinx) x-0 2 xsinx x-0 2
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