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CALCUL DIFFERENTIEL - DEUXIEME SESSION

Les exercices sont indépendants, el pewvent élre traités dans n'importe quel ordre. La rédaction et la
clarté des arquments seront prises en compte dans la notalion.

I (6 pts)

Soit p > 0 un entier. On considére un intervalle ouvert I C R et une application f: I CR — R? de
classe C!. On pose A = {(z,z),z € I}.
On définit Papplication g : I x I — R" par

flz)—f(y) 1)
g(ﬂ:,y)= =Yy
il ) 8l B=14.

1. (2 pts) Montrer que g est de classe C' sur (I x I)\ A.
2. (2 pts) Montrer que g est continue sur I x I.
3. (2 pts) Montrer sur un exemple que g n’est pas nécessairement différentiable en tout point de A.

IT (7 pts)

Soit p > 0 un entier. On désigne par (z,y) le produit scalaire euclidien de deux éléments z,y € R?

et par ||z|| = v/{z, z) la norme euclidienne d’un élément z € R?. Soit f: R” — RP une application de
classe C! telle qu'il existe a > 0 avec

(dof (R),h) > allh|?

pour tout x € R” et tout h € RP.
1. (1 pt) Montrer que pour a,b € R? on a

(f ()= f(a),b—a) 2 alb—al’.

On pourra considérer la fonction p: R - R, ¢+ (f (tb+ (1 —t)a),b—a).
2. (2 pts) Montrer que 'image par f de tout sous-ensemble fermé de R” est é¢galement un ensemble
fermé de RP (on pourra montrer que 'image par f d’une suite de Cauchy est également de Cauchy).
3. (1 pt) Déduire de 'hypothése sur f que, pour tout « € R, I'application d, f € L (R”) est injective.
(2 pt) En déduire que f (R?) est ouvert.
5. (1 pt) En déduire que f est un difféomorphisme de classe C' de R? sur R

=~

III (7 pts)

On considére I’ensemble S C R? défini par S = {(z,y,2) € R®*: 2z — y? + 22y — 2* — 2z + y = 0}.

1. (2 pts) Montrer que S est en tout point une sous-variété de dimension 2 de IR3,

2. (2 pts) Montrer que I'ensemble C = {(t,2t,t*) € R* : t € R} est une courbe, c’est a dire en tout
point une sous-variété de dimension 1 de R3. Pour ¢y € R, déterminer 'espace tangent a C au point
M (tg) =, By, 15).

3. (1 pt) Montrer que, pour tout ¢ € R, la droite D, passant par le point M (t) = (¢, 2t,1?) et dirigée
par le vecteur u = (1,1, 1) est contenue dans S.

4. (2 pts) Montrer que pour tout ¢t € R, les plans tangents a S en deux points quelconques de la droite
D, sont paralléles.



