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EXAMEN
temps de composition 3h — tout document et appareil électronique interdit

Exercice 1.

1. Soit H un espace de Hilbert réel. Etablir l'identité du parallélogramme : pour tout x, yeH,
on a

I+ gl + Ix = gl = 2)xI? + 2]y)*.
2. Trouver deux fonctions f, g € L'([0, 1]) qui ne satisfont pas l'identité du parallélogramme.
3. Idem dans £([0, 1]).
Exercice 2. Soit f € [?([—, ]) la fonction définie par f(x) = e*.
1. Calculer la norme L2 de f.

o~ 1 B :
2. Calculer les coefficients de Fourier f(n) = F[ f(x)e "™ dx.
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3. Utiliser les résultats précédents pour déterminer la somme de la série E -y
n
n=0

Exercice 3. On considére l'espace de Hilbert complexe

A7) = {z =(z) €CE:) |zl < oo} .

nez
et le sous-espace

h'(Z) = {z € 6(Z):) nllz* < +oo} :

nez

Pour tout w, z € h'(Z), on définit -

(W, 2)i= ZU +n?)w, Z,.

neZ

1. Montrer que (-,-) : h'(Z) x h'(Z) — C est un produit scalaire hermitien, et que h'(Z) muni
de ce produit scalaire est un espace de Hilbert.

2. Montrer que h'(Z) est un sous-espace dense de #2(Z).



Exercice 4. On note T = R/2xZ le tore. Les fonctions v : T — C peuvent étre identifiées aux
fonctions v : R — C de période 2. On rappelle le théoréme de Poisson.

Theorem (Poisson). Soit u € CO(T; C) une fonction continue telle que y_,_, |i(n)| < occ. Alors,
lo série de Fourier Lﬂ— Y ez U(n) €™ converge uniformément vers u dans C°(T; C).
a

1. Montrer que pour toute fonction u € L?([0,2x]), on a |ul2 € V27 |t ce-

2. Montrer que si u € CK(T;C) est une fonction de classe C¥, alors u'¥)(n) = (in)* G(n) pour
tout n € Z, ot u™%) dénote la dérivée k-iéme de u.

3. Soit u € C'(T;C) telle que U(0) = 0. En utilisant la relation de Parseval et lidentité
précédente, montrer que |u]; < |u']2.

4. Soit u € C*(T;C) une fonction de classe C2. Montrer que pour tout n € Z \ {0}, on a

S
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[u(n)] < = lu” oo

5. En déduire que si u € C*(T;C), alors sa série de Fourier converge uniformément vers u
dans C%T; C), et que

lule < \/% S Ja(n)l.

neZ

6. Montrer qu'il existe une constante C > 0 telle que pour toute fonction u € C%T;C)
vérifiant G(0) = 0, on a |u]e < C|t’|2-



