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Algébre 1
Controle Terminal

Question de cours 1. Soient ¢ : A = B un homomorphisme d’anneaux et I un idéal bilatere
de A tel que I C Ker(yp).

(1) Rappeler la définition de la projection canonique 7 : A — A/I.

(2) Montrer qu’il existe un unique homomorphisme ¢ : A/I — B tel que ¢ = P o7, ol
m: A— A/I est la projection canonique.

(3) Montrer que, si ¢ est surjectif et I = Ker(yp), alors 1 est un isomorphisme.

Question de cours 2. Soient A un anneau principal et a,b € A\ {04}.
(1) Donner les définitions de pged et ppem de a et b.

(2) Soit m € A. Montrer que m est un pged de a et b si et seulement s’il vérifie les deux
propriétés suivantes :
— m divise a et b.

— Si un élément non nul d de A divise a et b, alors d divise m.

(3) Soit M € A. Montrer que M est un ppem de a et b si et seulement s’il vérifie les deux
propriétés suivantes :
— a et b divisent M.

— Si a et b divisent un élément non nul d de A, alors M divise d.

(4) Soit M un ppcm de a et b. Montrer qu’il existe un pged m de a et b tel que M m = ab.

Exercice 1. Rappelons que !’ordre d’un élément o dans un groupe symétrique G,, est le plus
petit entier £ > 1 tel que of = id.

(1) Soit ¢ un cycle de longueur £ dans &,,. Montrer que ¢ est d’ordre £.

(2) Soit o € &,,. Soit £ 'ordre de o et p € N. Montrer que o” = id si et seulement si ¢ divise
p. “

(3) Soient o et 7 deux permutations d’ordre £ et k, respectivement. Montrer que, si o et 7
sont & supports disjoints, alors 'ordre de o o 7 est ppem(¥, k).

(4) Soient 0 € G, et 0 =cj0cp 0+ 0¢, la décomposition de ¢ comme produit de cycles a
supports disjoints. Pour i € {1,...,p} on note #; la longueur de ¢;. Montrer que 'ordre
de o est ppem(41,42,...,4p).

Exercice 2. On suppose que A est un anneau commutatif. Un élément a € A est dit nilpotent
s’il existe n € N tel que a™ = 04.
(1) Montrer que les éléments nilpotents forment un idéal de A.

(2) Montrer que, si a € A est nilpotent, alors 14 + a est inversible.



(3) Donner un exemple ot a n’est pas nilpotent mais 14 + a est inversible.

(4) Soit a € A. Montrer que 1+ aX est inversible dans A[X] si et seulement si a est nilpotent
dans A.

Exercice 3.
(1) Démontrer que 'ensemble A = {3} | a € Z et k € N} est un sous-anneau de Q.
(2) Soit I un idéal de A. Montrer que I N Z est un idéal de Z.
(3) Soit I un idéal de A. Déduire de la partie (2) qu’il existe m € N engendrant I’idéal I.
(

4) Que peut-on en conclure sur A ?



