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Examen d’Algebre 2 Session 2 -

Exercice 1 {Questions de cours) :

1. Enoncer et démontrer le premier théoréme d’isomorphisme.
2. Donner la définition d’un produit semi-direct de deux grdupes.
3. Soient H,Q et G trois groupes. »
(a) Donner la définition d’une suite exacte courte scindée.
(b) Enoncer le théoréme de caractérisation de produit semi-direct par les suites exactes.

4. Soit p un nombre premier.

(a) Donner la définition d’un p—groupe.
(b) Démontrer que le centre d’un p—groupe n’est pas trivial.
Exercice 2 (Questions indépendantes) :
1. Soient Gy et G deux groupes, Hy un sous-groupe normal de G et Ha un sous-groupe normal de Gos.
(a) Montrer que H; x Hj est un sous-groupe normal de G1 X Ga.
(b) Montrer que (Gy x Ga)/(H1 x Hy) est isomorphe & G /Hy x G/ Hs.
2. Le polynéme P = 5X8 — 35X6 + 14X* + 98X — 42 est-il irréductible dans Z[X] ? Justifier.
Exercice 3 : Soient H et N des groupes et soient ¢ et 9 : H — Aut(NV) deux morphismes de groupes. On veut trouver
des conditions suffisantes pour que N %, H et N Xy H soient isomorphes.
1. On suppose qu'il existe un automorphisme f de H tel que ¥ = po f. Montrer que N x, H et N X, H sont
isomorphes.

2. On suppose qu'il existe un automorphisme g de N tel que
VYh e H, p(h) =gop(h)og™*

Montrer que N x, H et N Xy H sont isomorphes.
3. On suppose que H est cyclique et que @(H) = 1(H). Montrer que N x, H et N x4 H sont isomorphes.

Exercice 4 :

1. Soit N un groupe d’ordre 15.
(a) Démontrer que N admet un unique sous-groupe N3 d’ordre 3 et que celui-ci est normal dans N.
(b) Démontrer de méme que N posséde un unique sous-groupe normal N5 d’ordre 5.
(c) Montrer que N3 - N5 est un sous-groupe de N isomorphe au groupe produit N3 x Nj.
(d) En déduire que tout groupe d’ordre 15 est cyclique et est isomorphe & Z /15Z.

2. Soit M un groupe d’ordre 85. En adaptant toutes les questions du cas précédent, montrer que M est cyclique et
est isomorphe & Z/85Z.

3. Dans la suite on considére G un groupe d’ordre 255. On veut montrer que le groupe G est cyclique.
(a) Montrer que le groupe G admet un unique sous-groupe K d’ordre 17, que ce sous-groupe est normal dans G et

que K est isomorphe & Z/17Z.

(b) Montrer que le groupe quotient G/K est cyclique et qu’il posséde un unique sous-groupe @ d’ordre 5.
(¢) Soit 7 : G — G/K la projection canonique. Prouver que l'image réciproque H = 77H{(Q) est un sous groupe
normal de G
(d) Montrer que le sous-groupe H est d’ordre 85 et qu'il est cyclique.
(e) Montrer que H admet un unique sous-groupe normal L d’ordre 5 et que L est également normal dans G.
(f) Montrer enfin que G est cyclique.
Exercice 5 : Soit A=Z[j] = {a +bj € C,a,b€Z} ot j= —% +i§ une racine 3e de I'unité. On rappelle que 14+j+j% =0
1. Montrer que A est un sous-anneau de C.
2. Montrer que Vexpression N(a + jb) = |a + jb|2, a,b € Z définit une application de Z[j] \ {0} dans N*.
3. Soit z = 1 + jta avec t1, ¢y dans Q. Montrer qu'il existe g1 + jgz € Z[j] tel que |z — (g1 +jg2)* < 1.
4. En déduire que Z[j] est euclidien pour le stathme N.
5

. Déterminer les éléments inversibles de cet anneau.




