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Exercice 1 ;

1. Soit n € N* et A € M,(R) une matrice carrés d’ordre n a coefficients réels. Que signifie que la matrice A est
orthogonale : rappeler une définition de matrice orthogonale.

2. On suppose que n = 2. Donner la forme générale des matrices orthogonales de Ma(R).

3. Soit E un espace euclidien de dimension n et f € L{E} un endomorphisme de E.
(a) Que signifie que f est un automorphisme orthogonal : rappeler une définition Jd’automorphisme orthogonal.

(b) Montrer I'équivalence des deux propriétés :
(1) f est un automorphisme orthogonal.
(il) Pour tout sous espace F de Eon a f(F') = (FL)E.

4. Soit n € N*. On considere espace vectoriel E = M, (IR) des matrices réelles d’ordre n muni du produit scalaire

p:ExE—R, (A, B) — tr{*AB).

Soit P ¢ E fixé et f : E — E définie par f(M) = PM.
{a) Montrer que f est un endomorphisme de E.

(b) Montrer que f est un automorphisme orthogonal si et seulement si la matrice P est une matrice orthogonale.

Exercice 2 : Dans E = R?, on définit S(u, ') = 2zz’ + 2yy’ + 522’ + a2’ +alz it + 1y iy avecu= (z,4,2,1) € E et

v = (2, y, 2, V) e E.
1. Montrer que 3 est un produit scalaire sur E et donner sa matrice dans la base canoni
E=R
2. Othonormaliser (pour le produit scalaire 3) la base canonique {ey, ez, 23,
3. Soit F' = {u = (z,4,2,t) € R* tel que = =2z =0} et soit a = (1,2,1,2) e R%.
(a) Justifier que F' est un sous espace vectoriel de B et préciser sa dimension.

(b) Déterminer le projeté orthogonal (pour le produit scalaire B) de a sur F et calculer la

que B = {€1=62:€3ae4} de

eq} par le procédé de Gram-Schmidt.

distance d(a, F)-

(c) Déterminer le symétrique orthogonal (pour le produit scalaire ) de a par rapport & I

Exercice 3 : Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 3 muni d’une base orthonormée B = (e1,€2,€3)-

1 -2 -2
Soit f € L(F) Pendomorphisme de E dont la matrice associée dans la base B est M=|-2 1 -2
\—2 -2 1

1. Justifier que 'endomorphisme f est symétrique.
2. Rappeler ’énoncé complet et précis du théoréme spectral.

. ¢ P
3. Trouver une base orthonormale de vecteurs propres de f et trouver une matrice orthogonale P telle que PM

soit diagonale.
4. Pour tout entier k € %, caleuler MF.

Exercice 4 : Soient £ un espace euclidien et f et g deux endomorphismes symétriques de E. vulsmiisiiiiespeeyr
1. Montrer que f o g est 1 endomorphisme symétrique si et seulement si fog=golf.
On suppose pour la suite que fog=go f.

- 2 - - uIS
2. Justifier que les endomorphismes f et g sont diagonalisables et admettent chacun une base orthonormale de vecte

propres.
3. Soit X & R une valeur propres de f et Ex{f) le sous-espace propre associé. Montrer que Ex(f) est stable par g

4. Montrer que f et g admettent une base orthonormale commune de vecteurs propres.
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