Université de Bourgogne Examen du 18 décembre 2018

Analyse - Math3A _ LL
Temps disponible : 2 heures

Documents et calculatrices interdits. Toutes les réponses doivent éire justifies. On pourra admettre la réponse
a une question afin de répondre aux questions suivantes.

Exercice 1 {Question de cours). On souhaite montrer que les fonctions continues sont intégrables
au sens de Riemann, Soit a,b € Raveca < b, I =[a,bjet f: T = R.

1. Soit 8 > 0 et supposons que, pour tout 7. € IN*, il existe (x,, yn) € I x I tels que |2, — yn| <
1/n et |f(zn) — f(ya)| = B. Montrer que f n’est pas continue sur I,

2, En déduire que si f est continue sur I alors f est uniformément continue sur I.

3. Montrer que si f est continue sur I et & > 0 alors on peut trouver g, h en escalier sur I par
rapport & une subdivision de pas constant, telles que g < f < het|g—h| < a.

4. En déduire que si f est continue sur [ alors f est intégrable sur I.
. Ty _ n!
Exercice 2. Pour toutn, k € W, avec k < n, notons (3) = grcgy-
1. Udliser une somme de Riemann pour montrer :
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'rz--a-nolo = k2 + 2kn + n? 2

2. Utiliser un logarithme et une somme de Riemann pour montrer :

Exercice 3. Trouver y = y(z), solution pour tout z € [0,1[ de :
(1 -2y (@) — 2z + 1) (@) +y(@) =0,  ¢(0)=2.

Exercice 4. Soit § le rayon de convergence de 3°, . bnz™. Calculer le rayon R de convergence des
séries entieres suivantes.

a) EnZl bnz3n’ b) Enzl %zn, C) Zuzl(_l)n ill(1 + n_n—zl)zn.
Calculer la somme de la série b) en z avec |z| < R. Dire si la série c) converge en z = 1.

Exercice 5 {(Nombre d’or et suite de Fibonacci). Soit f(z) = z/(1 — z — 22).

1. Montrer que f est développable autour de 0 en une série entiére Y an2" dont on calculera le
rayon de convergence R.

2. Justifier que, si z € € avec [2] < R, alors

o3

f(2) = Z 2z 4 2%)™.

n=0
3. Démontrer que ag = 0, ay = 1l et ap — @p_1 — Gpn-2 = O pour tout n > 2.
4. Montrer que, pour tout n € IN, ona:

-3 (=2))

5. Calculer la limite de ap,/an-1 lorsque n tend vers infini.
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