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EXAMEN 6 Mal 2019

Les documents et les calculatrices ne sont pas autorisés. Le baréme est indicatif.

Questions de cours. (3 points). Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé.
1. Donner la definition de suite convergente dans .
2. Monirer que toute suite convergente d’éléments de E est bornée,

3. Soit A une partie de E. Donner la définition de A Dintérieur de A. L'ensemble A est-il ouvert ? Justifiez
votre réponse.

Exercice 1. (Intégrales généralisées - 3 points). Soit f : [0, +o0o[— R une fonction continue et bornée.
1. Montrer que les integrales fﬂ+ *® % dz et f0+°° %—ifﬁ)- dz sont convergentes.

2. Montrer fi*° £& do = [ L0845} da.

3. Pour tout n € N, calculer f0+°° m dz et f0+°° (ﬂ?ﬁ%lrzn) dz.

Exercice 2. (Série de fonctions - 5 points). Pour tout n € N*, on définit la fonction f, : R —+ R donnée
par

xz

fn(z) = zt4n

1. Montrer que la série de fonctions Y {—1)*f,, converge simplement sur R.
k1]

2. Montrer que la suite de fonctions (f,,)nen~ converge uniformément vers 0 sur R. En déduire que‘la, série

> (—1)" f,. converge uniformément sur R.
n

3. La série > (—1)"f, converge-t-elle normalement sur R ? Et sur I'intervalle [1,3] ? Justifiez votre réponse.
n .

. +oo
4. Pour tout z € R, soit S(z) = }_ (—1)" fu(z). Montrer que S est continue sur R.
n=1

Exercice 3. (Espaces vectoriels normés - 10 points).
1. Soit E I’espace vectoriel des fonctions de classe C! sur [0,1] & valeurs dans R. Pour f € E, on.pose

N(f)=[fO) + sup |f'(z)] et [flec= sup |f(z)-
z€[0,1) ze[0,1]

(a) Montrer que N définit une norme sur E.
(b) Montrer que pour tout f € B, || flleo < N(f). Indication : on pourra utiliser I'inégalit¢ des accrois-
sements finis |f(8) — f(a)| < maxse(o) |f(8)]16 ~ al-
(c) Pour tout n € N et pour tout z € [0, 1], soit fo(z) = I sin(nx). Calculer N(fy) et {|fallcc pour tout
n € N. En déduire que les normes N et | - {|oc ne sont pas équivalentes.
2. On considére R? muni de la norme définie par ||(z,y)|1 = |=] + |¥|-
{(a) Dessiner la boule fermée de centre (1,0) et de rayon 2.

(b) L’ensemble {{z,y) € R?, |z| < 1,|y| < 1} est-il ouvert ? Est-il fermé ? Est-il compact ? Justifiez votre
réponse.

{c) Montrer que P'ensemble {(z,y) € R%, 2% +y* = 1} est compact.
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