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Aucun document n’est autorisé. Justifier vos affirmations.
Une attention particuliére sera portée 4 la rédaction par le correcteur.

Exercice 1. (Fonetions d’Hermite) Soit 57 = L(R, 1) I’espace de Hilbert des fonctions 2 valeurs
complexes de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue A. A est muni de son produit scalaire

usuel : .
(£.8) = [ FWEG) dAR).
Pour n € N, on définit les fonctions H,: R — R par

w24t g
Hy(x) = (1) ——e ™

(1.1) Déterminer Hy, H et H;.

(1.2) Pour n € N, montrer que Hy11(x) = 2xH,(x) — H,(x)

(1.3) En déduire que H), est un polyndme de degré n.

(1.4) Calculer le terme de plus haut degré de H,.

(1.5) On pose hy,(x) = e~* /2, (x). Vérifier que, Vn € N, hy, € S et calculer les produits scalaires
(R, hy) pour m > n. (Faire m intégrations par parties).
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(1.6) Mpntrer que (hy, hp} = 2"n1\/7 et en déduire que les ey, 1= mhn constituent un systéme
orthonormé de .

(1.7) Soit M le C-sous-espace vectoriel de .#” engendré par la famille (An)nen. Soit P: R — C une
fonction polynomiale. Montrer que la fonction x — e/ 2pP(x) appartient 3 M.

(1.8) Soient f € S et P une fonction polynomiale. Montrer que la fonction x — e+ 2p(x) f(x)
appartient a L'(R, A).

(1.9) Soit f € # telle que fg el 2P(x) f(x)d A (x) = O pour toute fonction polynomiale P. Montrer

. 2 . _ . .
que la transformée de Fourier de e™ /2 f(x} est nulle. (Développer e~** en série entiére dans
la transformée de Fourier).

(1.10) En déduire que ML = {0} et que (e,)ncn est une base hilbertienne de L(R,A).

Exercice 2. Soit f(x) = (1—|x[)x_; y) (x) ol x € R. m désigne la mesure de Lebesgue normalisce :

__A
m=—.

(2.1) Vérifier que f € L'(R,m;C) et calculer £, 1a transformée de Fourier de f.
(2.2) Est-ce que f est aussi dans L'(R,m;C)?

> | —cost
(2.3) Déterminer la valeur de I'intégrale f ;OS cos(t/2) dt. (Utiliser la formule d’inversion).

e 1—cost
(2.4) Déterminer la valeur de I'intégrale / ( IZOS )2 dt.
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