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Université de Bourgogne Examen du 17 décembre 2014

Analyse — Math31

Temps disponible : 2 heures

Exercice 1. Soit f une fonction de variable réelle, continue sur un intervalle I de R.
(a) Donner la définition de f uniformément continue sur I.

(b) Donner la définition de recouvrement de I par intervalles ouverts, puis énoncer le
théoréme de Borel-Lebesgue lorsque I est compact.

(c) Montrer que f est uniformément continue sur I si I est compact.

Soit g une fonction réelle, définie sur un intervalle I de R. On dit que g est une fonction de
Lipschitz sur I ¢il existe une constante k telle que, pour tout x,y € I, on ait :

l9() - 9(¥)| < klz —yl.
On dit aussi que g est k-lipschitzienne. On note dans la suite J = [0, +o0l.
(d) Montrer qu'un fonction de Lipschitz sur I est uniformément continue sur I.
(e) Soit f(z) = 1/(1 + |z|). Montrer que f est 1-lipschitzienne sur J puis sur R.
(f) Soit f(z) = x? définie sur J. Montrer que f n’est pas uniformément continue.
(g) Montrer que f(z) = / est uniformément continue mais pas de Lipschitz sur J.

Exercice 2. Calculer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :
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Exercice 3. Déve]opper en série les fonctions suivantes autour de 1’0rigine, en spéciﬁam
PPensemble de convergence du développement. Ici z désigne une variable complexe et z
une variable réelle. On rappelle aussi cos(z) = 1/2(e** + e7%) et cosh(z) = 1/2(e* + €7).
1 .

222 -3z +1’

Exercice 4, Considérons la série entiére 3" -, n22z" et notons f sa fonction somme.

In(z? — 5z + 6); cos(z) cosh(z).

(1) Déterminer le rayon de convergence de cette série.

(2) Soit g(z) = 322 yn?2""1. Donner le développement en série entiére en 0 de la primi-
tive G de g satisfaisant 3 G(0) = 0. Que peut-on dire de son rayon de convergence ?

(3) Soit h(z) = 322 ynz"". Donner le développement en série entire en 0 de la primi-
tive H de h satisfaisant 3 H(0) = 0. En déduire H(z) = z/(1 — z).

(4) Démontrer que, dans un voisinage de 0 que vous déterminerez, on a :
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Exercice 5. Soit a,b € R et f intégrable au sens de Riemann sur [a, b]. Notons :
b .
Tl f) = / flz)e™dz.
a

(1) Justifier que I,(f) est bien défini.

(2) On considére, pour a < a < B < b, la fonction indicatrice f = x[q,5), qui vaut 1 sur
[, B] et 0 ailleurs. Montrer que limp o0 In(f) = 0.

(3) Soit f en escalier sur [a, b]. Montter que limp, 00 In(f) = 0.
(4) Montrer que limp,_y00 In(f) = 0, quelque soit f Riemann-intégrable.
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